Análisis de puentes de planta circular por el método de la lámina plegada by González Esteban, José I. & Samartín, Avelino
RESUMEN 
457-0-122 
Análisis de puentes de planta circular por 
el método de la lámina plegada 
José l. González Esteban 
Avelino Samartín Ou iroga 
Ores. Ingenieros de Caminos C. y Puertos 
El comportamiento de los puentes de planta circular y sección transversal muy aligera-
da, presenta un problema complejo en cuanto a la distr.ibución de esfuerzos, (interacción, 
flexión-torsión, disto rsión, reparto de esfuerzos entre las distintas almas, etc.). Para poder 
realizar un correcto estud io del mismo es necesario disponer de un método de cálculo que 
analice globalmente el comportamiento de la estructura. El método de la Lámina Plegada 
constituye una herramienta ele trabajo eficaz y de fácil utilización , válida para estructuras 
de sección transversal constante. 
En este artículo se presenta una ampliación del método de la Lámina Plegada a este 
tipo estruclural, así como un estudio paramétrico del comportamiento de un puente de sec-
ción cajón monoceluJar. 
1. INTRODUCCION 
En la situación actual de la técnica de proyecto de carreteras, el puente ha dejado de 
se r un elemento singul ar para integJarse en el trazado de la misma, lo que tiene como conse-
cuencia la aparición de puentes de geometría irregular. 
El tipo de puente de más frecuente utilización después del recto, es el de planta circu-
lar. Como consecuencia de la curvatura en planta, su estudio es bastante más complejo que 
el del recto, por lo que es necesalio acudir, en general, a la utilización de métodos numé-
ricos. 
Los puentes de curvatura en planta variable, pueden ser más adecuadamente asimila-
dos a un puente con planta circular con curvatura de valor medio, que a uno recto; razón 
que añade interés al estudio de este tipo de puentes. 
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l.l. Análisis de puen tes curvos como Láminas Plegadas 
Cuando la luz del puente supera los 30 metros, la sección transversal del tablero que 
mejor se adapta a las necesidades del pue.nte cunro es la sección cajón, que presenta carac-
terísticas idóneas, tanto para el trabqjo de flexión como para el de torsión , al mismo tiem-
po que proporciona una buena economía de material. 
·En esta sección las hipótesis de la resistencia de materiales de deformación plana o de 
indeformabilidad de la sección transversal no son válidas. En efecto, la distorsión de la 
sección adquiere importancia debido a la defonnación por cortante. Aunque es posible 
considerar Jos efectos de estos fenómenos mediante análisis aprox imados, la complejidad 
del cálculo aconseja la introducción de un modelo estructural global que pennita estudiar 
de forma directa el funcionamiento de este tipo de tableros ; tm eficaz método de análisis 
de este tipo estructural en el caso de sección transversal constante es el de la: lámina ple-
gada. 
Se. denomina lámina plegada a una estmctura formada por elementos p lanos unidos 
entre sf, y cuya superficie media es desarrollable, estando apoyada sobre varias lineas de 
apoyo. En el caso de que sólo existan nudos en Jos apoyos extremos, la 1ámjna plegada se 
denomina canónica (Fig. l.l). 
Fig . 1.1. Lám ina Plegada canónica. 
Aunque en el caso de tableros de puentes curvos no se puede hablar de láminas ple-
gadas , al no ser p lanos los elementos que componen la estructura , por ser estas superficies 
de pequefía curvatura, se puede genetalizar el método, realizándose su estudio de forma 
ar1á\oga al de las láminas plegadas rectas. (Fig. 1 .2). 
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Fig. 1.2. Lámina Plegada curva. 
Mediante este modelo es posible analizar en detalle los distintos esfuerzos que apa-
recen en este tipo de tableros. Los métodos de cálculo utilizados en la actualidad para el 
estudio de las láminas plegadas son: ele m en tos finitos, bandas finitas y cálculo directo de 
la lámina plegada. 
A) Elementos Finitos 
El método de los Elementos Finitos es un método general de cálculo que permite 
resolver gran variedad de problemas físicos y mecánicos. 
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Consiste en la descomposición de la estructura en un conjunto de elementos bi o 
tridimensionales, en cuyo dominio se supone que las deformaciones adoptan una for-
ma predeterminada en función de los desplazamientos de un número limitado de puntos 
característicos de dicho elemento, llamados puntos nodales (Fig. 1.3). 
Fig. 1.3 Descomposición de una estructura en elementos fi nitos. 
A partir de estas funciones de deformación, denominadas funciones de forma, y por 
medio de la teorfa de la elasticidad, se obtienen valores de los esfuerzos y deformaciones 
en el elemento en función de los desplazamientos de los puntos nodales, y es posible 
formar, mediante métodos energéticos, una matriz de rigidez aproximada del elemento. 
Este método de cálculo presenta la vent&ia de poderse aplicar a tipos muy generales 
de estructuras con condiciones de apoyo arbitrarias. Presenta, sin embargo, algunos incon-
venientes que limitan su utilización. Los principales son: 
- Entrada de datos voluminosa y de tediosa elaboración. 
-Necesidad de un gran volumen de cálculo y de almacenamiento en memoria, en 
comp~ración con otros métodos. 
- Salida de resultados que requiere una elaboración postelior. 
B) Bandas Finitas 
El método de las Bandas Finitas es un método derivado de el de los Elementos Finitos, 
y se emplea para el estudio de estructuras prismáticas apoyadas en dos bordes extremos, en 
especial para láminas p legadas. 
Fue desarrollado por Cheung en 1968 ( l) y aplicado a láminas plegadas de planta cir-
cular por Meyer (8) en 1970, siendo ampliado por Kabir a estructuras de varios vanos con 
apoyos intermedios flexibles, en 1974 (5). 
El elemento básico de este método es una banda de ancho reducido que, en dirección 
longitudinal de la estructura, se extiende en toda la longitud de la misma. Las funciones de 
desplazamiento correspondientes a la dirección transversal son análogas a las desarrolladas 
para elementos fulitos de tipo lámina y las funciones correspondientes a la dirección lon-
gitudinal se sustituyen por un desarrollo en serie de Fourier, realizándose un análisis de la 
estructura independiente para cada armónico. 
La vent&ja del método de las bandas finitas frente al de los elementos finitos para este 
tipo estructural se debe a la menor memoria de cálculo necesaria, as( como al menor nú-
mero de datos requeridos, obteniéndose los resultados en forma más fá.cilmente utilizable 
de forma directa. 
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Este método presenta, por .otra parte, las límitaciones correspondientes a los análisis 
annónicos. 
F ig, 1.4. Descomposlción de una estructura en bandas Hnitas. 
C) Cálculo directo de la lámina plegada 
El cálculo directo o exacto de la lámi11a plegada consiste en analizar cada una de las 
superficies que forman la estructma, por medio de la teoría de la elasticidad, y resolver la 
estructura de acuerdo con los métodos de cálculo matricial. No se realizan más simplifica~ 
ciones que las generales de linealidad del análisis estructural. 
Los métodos comunes de cálculo de láminas plegadas, se limitan al estudio de láminas 
plegadas rectas de sección constante; ésto es, los planos que contienen a los soportes son pa-
ralelos y normales a las aristas de la lámina , las secciones paralelas a éstos son iguales enttt! 
sí y las aristas longitudinales de la estructura son rectas ; aunqtte ex isten algunos m~todos 
específicos para el cálculo de láminas plegadas rectas no prismáticas. 
El cálculo directo de la lámina plegada presenta, frente al de las bandas finitas , la ven-
taja de una mayor exactitud y de una menor necesidad de almacenamiento y tiempo de 
cálculo, ya que al obtenerse para cada lámina su solución exacta, el número de elementos 
en que hay que diviJir la estructura para el cálculo está determinado únicamente por los 
quiebros, uniones de elementos, o cambios de espesor en la sección transversal, no necesi-
tándose divid ir cada lámina que compone la estmctura en elementos menores por razones 
de limitar la dimensjón transversal de cada elemento o por existir caxgas aplicadas en la 
lámina, como ocurre con las Bandas Finitas. Presenta, sin embargo, el inconven.iente de una 
mayor dificultad de planteamiento teórico y p rogramación al tenerse que obtener la solu-
ción de la ecuación diferencial de la lámina para cada tipo de lámina que se presente; p.e. 
en el caso de puentes de planta circular es necesario resolver la lámina plana limitada por 
dos circunferencias y las láminas cónica y cilíndrica limitadas por dos planos horizontales; 
engendradas por los elementos horizontales, inclinados y verticales respectivamente. (Fig. 
1.5). 
1.2. Limitaciones y extensiones del método 
La utilización del cálculo directo de la lám ina plegada para el estudio de las estruc-
t uras de planta curva, y en particular. tableros de puentes de planta circular, reune, junto 
a una muy buena exactitud de resultados, una limitada exigencia de capacidad de cálculo, 
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Fig. 1.5 Tipos de láminas presentes en el análisis de estructuras circulares. 
otra parte las limitaciones comunes a todos los cálculos basados en el análisis armónico. 
Las limitaciones más importantes son: 
- El método es válido únicamente para estructuras de sección transversal constante . 
- Para la obtención de una respuesta exacta frente a cargas concentradas en las pro-
ximidades del punto de aplicación de las mismas, es necesario un número de armó-
nicos elevado. 
- Las condiciones de sustentación en los extremos son de apoyo tímpano, esto es, sim-
ple apoyo a flexión y empotramiento a torsión. 
- El método es inicialmente válido para estructuras de vano único, au,nque fácilmente 
ampliable a estructuras continuas de varios vanos. 
La limitacíó11 relativa a las condiciones de apoyo en los extremos, podría soslayarse rea-
lizando un desarrollo mediante funciones de Rayleigh en vez de utilizar series amlóJticas de 
Fourier. Aunque el apoyo simple es la sustentación normal en estribos, podría ser de interés 
para el análisis de estructuras evolutivas. 
La extensión del m étodo a estructuras continuas de varios vanos se puede realizar 
mediante el procedimiento desarrollado por Scordelis para el estudio de láminas plegadas 
rectas continuas (6) , ( 11). 
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2 . CALCULO MATRICIAL DE LAMINAS PLEGADAS PRISMATICAS 
El método de cálculo matricial utilizado, corresponde al de equilibrio , que es un mé-
todo genérico fácilmente aplícable a ordenador, y permite la resolución de cualquier lá-
mina plegada con independencia de la forma de su sección transversal, adnlitíendo láminas 
de sección abierta o cerrada, con cualquier número de ellas incidiendo en cada arista. 
Este método se basa en el desarrollado por De Fties-Skene y Scordelis (2) para el 
estudio de láminas plegadas rectas; utilizándose para eJ estudio longitudinal de la estructura 
una solución de tipo Levy t mediante desarrollo en serie de Foutier de todas las funciones 
que intervienen en el nlismo. 
Al tratarse de un método de análisis por armónicos, se realiza un estudio independien-
.te para cada uno de éstos, obteniéndose eJ resultado final por suma de los resultados par-
ciales correspondientes a cada armónico. 
El estudio de cada armónico se reduce a un planteamiento en el que sólo intervienen 
las amplitudes máximas qe cada variab le, con lo que el mismo se reduce a un análisis bidi-
mensional. Una vez obtenidas dichas amplitudes, se calculan en los puntos dest:ados, por 
medio de las funciones correspondientes, los va.lores de las distintas variables. 
El análisis de la estructura siguiendo el esquema clásico del método de equilibrio, se 
divide en dos estados: ( fig. 2.1). 
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Estado Inicial ~ Estado Genera 1 
Fig. 2.1 . Estados de análisis de la estructura, (Sección transversal). 
- Estado inicial. En este estad·o se estudia la situación de cada lámina supuesta rígi~ 
darnente empotrada en las aristas que la delimitan y sometida a la acción ele las 
cargas que actúan en ella, obteníéndose simultáneamente las reacciones que apa-
recen en las aristas en esta situación. 
Se trata de l.U1 estudio aislado de cada lámina, independiente de la forma de la 
estructura. 
- Estado general. En este estado se estudia la respuesta de la eshuctura bajo la ac-
ción de las cargas aplicadas en las aristas y de las acciones en Jos bordes de las lá-
minas obtenidas en el Estado inicial. 
El cálculo del estado inicial consta de dos partes: (Fig. 2.2). 
(' 
' Estado Inicial Solución particular Solución complementaria 
Flg. 2.2. Anál isis del Estado Inicial. 
- Solución particular, o estudio de los esfuerzos y defonnaciones en la Járo.ina bajo 
la acción de las cargas aplicadas en ella. 
- Solución complementaria, o estudio de los esfuerzos que aparecen en la lámina al 
imponer en los bordes de la misma unos desplazamientos iguales y de signo contra-
rio a los obtenidos en la Solución Particular, con e l fin de obtener, por suma de am-
bos, la condición de empotramiento de la lámina en las aristas de borde. 
El estado general se calcula mediante la obtención de la matriz de rigidez de cada lá-
mina, es decir, la relación entre los movimientos en los bordes de cada lámina y las fuerzas 
que aparecen como consecuencia de estos. 
Ensamblando las matrices de rigidez de cada lámina expresadas en coordenadas ge-
nerales, se obtiene la matriz de rigidez de la estructura. El vector de cargas se fonna a 
partir de las reacciones en los bordes de cada lámina, calculadas en el estado inicial , y de las 
cargas aplicadas en las aristas. Resolviendo el sistema se obtienen los desplazamientos de las 
aristas, a partir de los cuales se obtienen, para cada lámina, las constantes de integración 
correspondientes al estado general. 
Sumando los resultados obtenidos en el estado inicial y en el general, se dete1·mina el 
valor de la amplitud de cada función correspondiente a la situación transversal deseada. La 
obtención del valor del esfuerzo o desplazamiento en una sección longitudinal cualquiera, 
para el annónico que se estéí calculando, se realiza mediante el desarrollo en serie corres-
pondiente a dicha función, para el valor del ángulo en que se encuentre . El resultado final 
se obtiene por acumulación de los distintos annónicos. 
3. ANALISIS DE LAS LAMINAS INDIVlDUALES 
Para el estudio independiente de cada tipo de lám ina se ha utilizado la Teoría de las 
Láminas Rebajadas, a partir del desarrollo realizado por Vlassov ( 12) y otros autores (3) 
(9). 
En la obtención de la solución de las ecuaciones correspondientes a cada lámina, se uti-
liza una solución de tipo Levy, es decir, mediante desarrollo de las .distintas func iones que 
intervienen en el problema, en selie de Fourier en la direccíón circunferencial de la misma, 
de la forma: 
t1=: N (sen) F (~t) = ~ Fn A.n ~~ 
n ~o COS 
En el caso de lámina plana circular se utilizan, para la resolución de la ecuación homo-
génea, soluciones de tipo potencial; siendo nccesruio enconüar soluciones para las ecuacio-
nes completas correspondientes a cada uno de los tipos de carga en eJ inte1ior de la lámina 
que se quieran estudiar. Los casos ele carga analizados en este trabajo corresponden a los 
recogidos en el cuadro adjunto y permiten estudiar los tipos más normales de carga que se 
presentan en puentes. 
La distribución longitudinal de la carga repercute en el cálculo de los coeficientes del 
desru·roiJo en serie; mientras que la distribución transversal obliga a la obtención de la co-
rrespondiente solución de las ecuaciones diferenciales. 
En el caso de lámina cilíndrica se utilizan soluciones de tipo exponencial para la ecua-
ción homogénea; estudiándose únicamente la ecuación completa para carga vertical unifor-
me, correspondiente al peso propio. 
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Tipos de carga analizados en la lámina plana circular. 
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Las ecuacíones de estado de las láminas, particularizadas para el caso de lámina cónica, 
no tienen solución exacta que esté formada por un conjunto finito de funciones transcen-
dentes elementales; por lo que es necesario recurrir a una solución aproximada. 
Frente a la utilización de soluciones ap roximadas fom1adas por un a combinación lineal 
de polinomios ortogonales, que minimice determinadas funciones de error en el dominjo de 
la lámina, se ha preferido una solución mediante funciones de desplazamiento del tipo de 
banda finita. 
Al objeto de conseguir un elemento de banda finita lo más homogéneo posible con 
las soluciones exactas util izadas pata los demás tipos de lámina, se han utilizado funciones 
de desplazamiento de grado elevado. Con este fin, el elemento diseñado tiene tres líneas 
nodales, dos en las aristas extremas y una en el centro. En la formación de la matriz de ri-
gidez y vector de cargas en aristas, se eliminan, mediante condensación estática, los movi-
mientos y fuerzas co!Tespondientes a la línea nodal central, con lo que las matrices quedan 
únicamente en función de los movimientos y fue rzas en las aiistas extremas. 
Las funciones de desplazamiento resultan tes son polinomios de segundo grado para los 
movimientos en el plano tangente y de quinto grado para los movimien tos nom1ales aJ mis-
mo. 
3. 1. Características del elemento de banda f inita desarrolJado para la lám ina cónica 
Por haberse utilizado func iones de fonna de grado elevado , mediante la introducción 
de un punto nodal intermedio, el comportamícn to del elemento es bastante análogo al de la 
lámina cón ica, por lo que, como ha quedado puesto de manifiesto en los casos analizados, 
no es necesario introducir más de un elemento en el análisis de cada lámina .. 
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La respuesta obtenida puede considerarse exacta en Jo que respecta a los esfueJzos y 
desplazamientos de flexión; sin embargo los esfuerzos en el plan o de la lámina, y particu-
larmente el esfuerzo tangencial T 12 , presentan una respuesta menos <Uustada. Para estos 
esfuerzos se obtienen distribuciones casi lineales en la dirección transversal de la lámina, de 
fonna que la integral del esfuerzo se corresponde con el valor real . 
En el caso de los esfuerzos axiles, su distribución en la dirección transversal de la lámi-
na es, .al no existir cargas puntuales aplicadas en el interior de la misma , prácticamente lineal, 
por lo que no aparecen en el cálculo errores significativos. El esfuerzo tangencial, sin em bar-
go, presenta en la realidad una distribución parabólica, por lo que los resultados deducidos 
no se ajustan a la misma. 
La obtención de los valores reales del esfuerzo tangencial, puede realizarse de dos 
formas: mediante la división de la lámina en varios elementos, o mediante el cálculo de di-
cha distribución a partir de los datos sumin istrados por el programa, esto es, los valores del 
m}smo en las aristas de borde y su integral en el ancho de la lámina. 
4. COMPARACION ENTRE LA LAMJNA PLEGADA, .BANDAS FINITAS 
Y ELEMENTOS FINITOS 
Con el fin de estudjar la concordancia entre los tres mét odos de cálculo que mejor se 
adaptan al análisis de puentes curvos de sección transversal distorsionable, esto es, lámina 
p legada, bandas finitas y elementos finitos, se ha realizado el estudio de un tablero de 
puente por los t res métodos. 
El puente estudiado es un puente cajón de sección bicelular, de 30,48 m ( 100 pies) 
de luz, con un radio de 76,20 m (250 pies), (véase figura 4.1), sometido a la sobrecarga 
del camión estándar de la AASTHO situado en el cen tro de la luz , en dos posiciones trans-
versales. El análisis mediante bandas finitas y elemen tos finitos ha sido tom ado de Meyer 
(8) que ha utilizado dos programas especialmente diseffados para el análisis de puentes de 
planta circu lar, FINPLA 2 para elementos finitos y CVRSTR para bandas finitas. 
En el an álisis mediante elementos finitos se ha utilizado una malla fo rmada por 24 7 
elementos; en el análisis mediante. bandas finitas se han utilizado 15 elementos , y en el de 
lámina plegada únicamente 9 láminas. Rn estos dos últimos casos el número de armónicos 
ha sido de 50. 
Los esfuerzos estudiados son : El esfuerzo n ormal longitudinal N 1 y el momento trans-
versal M2 en la sección de centro de la luz. Los result ados obtenidos por los tres métodos 
para el camión B se encuentran recogidos en la figura 4 .2 . 
En la comparación de los resultados obtenidos, en cuanto a tensiones longitudinaJes, 
se pueden distinguir dos casos, las losas superiot e in feJiOl' y las almas. En las Josas la concor-
dancia es bastante buena siendo las m ayores diferen cias del 7 por 100 y dando la lámina 
plegada generalmente valores intermedios a los obtenidos por los otros dos métodos. En las 
almas 1a concordancia es peor, llegándose a discrepancias del 27 por lOO. Sin embargo, los 
valores obtenidos con el método de la lámina plegada en las losas y las almas son coherentes 
unos con otros, no siéndolo los valores obtenidos en los otros dos m étodos. Estas discrepan-
cias aparecidas en el análisis mediante el método de las bandas finitas y de los elementos fi-
nitos se explican , según Meyer, por el hecho'de haber utilizado una malla p oco tupida. 
En cuanto a momentos tlectores, las discrepancias en los valores obtenidos en la losa 
superior son inferiores al 8 por 1 OO . En las almas las discrepancias vuelven a ser mayores, 
llegando a alcanzar el 46 por 100. Un análisis de los resultados obtenidos demuestra que en 
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el método de la lámina plegada existe equilibrio de momentos en las aristas en que conflu-
yen las almas con la losa, equilibrio que no tiene lugar en los otros dos métodos, por lo que 
la fiabilidad del método de la lámina plegada es mayor. Aunque los errores relativos Uega11 
a ser importantes , éstos tienen lugar en zonas en los que el valor del momento flectot es 
bajo, por lo que los errores absolutos son pequeños no superando el 9 por 100 del momento 
máximo en la sección. 
! : 1 
I : 1 
o =4 t 
R=-250. • ~ J 6t 
PLA:\TA 
6 ' camión A 6' camión B 
J· 5 
3' r 10 ' 1 o- 1. 3 . 
SECCIOJ\ TRANSVERSAL 
\ t t ,} • • \ • ~ I~ 1! ¡:), • • t l e 1 4 14 
J . 1, 
' ' 1 
10' 10. ¡ · r 1 1 1 ]' 1 ¡ ·,:r, r 1 s· 1 s· 1r í? -11,· 3. 1 
Lámina Plegada Bandas Finitas 
Elementos F initos 
ESQUENA DE CALCULO 
Fig. 4.1 . Comparación entre Lámina Plegada, Bandas Finitas y Elementos Finitos. Estructura e hipótesis 
de carga. 
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En conclusión, se puede decir que la cOJlcordancia entre los tres métodos es aceptable 
desde el punto de vista práctico, siendo más fiables Jos resultados deducidos por el método 
de la lámina plegada; destacándose el hecho de que, en este método , el número de elemen tos 
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Fig. 4.2. Esfuerzos en la sección centro luz . Camión B. Comparación Lámina Plegada, Bandas Finitas, Ele· 
mentes Finitos. 
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5 . ANALISIS DE UN PUENTE DE DOS V ANOS 
Como ejemplo de aplicación se presenta el análisis de un puente curvo, de dos vanos 
de 50 metros de luz y 200 metros de radio: el apoyo en estribos se realiza mediante una 
riostra infinitamente rígida ; el apoyo en la pila intermedia se materializa mediante dos apo-
yos situados bajo cada una de las almas. La sección transversal del tablero es la representada 
en la figura 5.1. El caso de carga estudiado corresponde a una carga uniformemente reparti-
da en toda la superficie del tablero. 
Al no estar preparado el programa desarrollado, para el cálculo de puentes con apoyos 
intermedios, el apoyo en la pila se ha materializado en el cálculo introduciendo bajo cada 
una de las almas una fuerza vertical que anule el desplazatniento debido a las cargas ex te-
riores. 
El puente carece de riostra sobre pila, lo que acen tCla las concentraciones de esfuer-
zos que aparecen sobre Jos apoyos de la misma, por lo que los resultados presentados en 
este apartado deben de interpretarse teniendo en cuenta esta característica del puente es-
tudiado. 
En la figura 5.2 se han resumido algunos de los resultados obtenidos en el cálculo, pre-
sentándose para la sección de vano (0,4 L) las flechas w, tensiones longitudlnales a 1 y axi-
les transversales N2 ; par~ la sección de estribo se es tudian las tensiones tangenciales ,. 12 
y para la sección de pila las tensiones longitudinales a 1 axiles transversales N2 y tensiones 
tangenciales r 12 en las cercanías de la misma. 
El análisis de las tensiones longitudinales permite comprobar la concentración de ten-
siones que aparece sobre los apoyos como consecuencia de la deformación originada por 
las tensiones tangenciales en las losas supe rior e lnferior (shear lag). 
En el estudio de las tensiones tangenciales, Jos valores obten idos en el es tribo son 
prácticamente coincidentes con los obtenidos en un cálculo como viga. Sin embargo. en las 
proximidades de la pila el efecto de las reacciones de los apoyos produce una concentra-
ción de esfuerzos en las esquinas inferiores del cajón, obteniéndose una distribución de ten-
siones tangenciales que difiere apreciablemente de la obten ida medi;llltc el cálculo anaJftjco. 
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Fig. 5.1 . Sección transversal. 
En la sección a un canto del apoyo , se reducen los efectos originados por !a reacción 
de la pila, siendo la distribución de tensiones tangenciales más parecida a la obtenida me-
diante un cálculo como viga. 
Presenta también interés el análisis de los esfuerzos axiles transversales, originados por 
la variación de tensiones tangenciales en la dirección longitudinal del puente, destacándose 
la difícil evaluación de este esfuerzo por métodos aproximados. En el ejemplo analizado se 
puede observar la importancia que este fenómeno puede tener, habiéndose obtenido sobre la 
pila tracciones de 20 t/m'l y compresiones ele 250 t/m2 • 
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F ig. 5.2 . ( 1) Puente de dos vanos. Tensiones Longitudinales y flechas . 
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Fig. 5.2. {2) Puente de dos vanos. Tensiones Tangenciales. 
1.0 2 . 7 3.0 3.3 
AxjJ transversal ~ 1 en vano (xe20m) 
Axil transversal N2 en pila (x~SOm) 
Fig. 5.2 . (3) Puente de dos vanos. Ax iles Transversales. 
6 . ESTUDIO PARAMETRICO DE UN PUENTE DE SECCION CAJON 
El análisis de puentes curvos presenta mayores dificultades que el de Jos puentes rectos, 
no siendo fácil la determinación directa de los esfuerzos que aparecen en el tablero por 
efectos de la curvatura. Sú1 embargo, el conocimiento previo del orden de magnitud de di-
chos efectos tiene interés, tanto para la realización del predimensionamiento del puen te, 
como en la detenninación de la posibilidad de realízar un análisis simplificado del mismo, 
despreciando algunos de los efectos de la curvatura. 
Con el fin de realizar una cuantificación del efecto de la curvatura sobre las funciones 
que se ven más afectadas por la misma. se ha realizado un estudio de tres series de tableros 
de 20, 40 y 1 00 m de longitud. Cada serie analizada consta de cuatro tableros, con radios 
de 100,200, 1.000 y 10.000 metros, asimilándose este último caso aJ de puente recto. 
La sección del tablero analizada, representada en la figura 5.1, es la misma que se ha 
utilizado en el ejemplo anterior. 
Los casos de carga estudiados en cada uno de los tableros han sido tres: 
a) Sobrecarga uniforme de 1 tjm z extendida en toda la superficie del tablero. 
b) Carga puntual de 100 t situada en el centro de la luz , sobre el alma exterior. 
e) Carga puntual de 100 t situada en el centro de la luz., sobre el alma interior. 
A continuación se presentan gráficamente algunos de los resultados obten idos . Estos 
se presentan en forma adimensional , para facilita1· su aplicación práctica a diversas seccio-
nes transversales. Al ser la finalidad del estudio el obtener los valores de los esfuerzos a par-
tir de los que aparecen en el tablero recto, se ha rep resen tado gráficamente la relación en-
tre el esfuerzo que aparece en el tablero curvo y el que aparece en el tablero recto K = 
= F (R¡)/F (R,., ). 
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Las funciones estudiadas han sido: 
- Flecha en las <limas, en el centro de la luz, representada en la figura 6.1. 






Tensión lo ngitudinal en la losa inferior en el centro de la luz, figura 6.3. 
Tensión tangencial en las almas al nivel del centro de gravedad de la sección en 
apoyos, figura 6.4. 
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Fig. 6.2. Tensión longitudinal en losa superior, o11 . 
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Apéndice 1: ANALISIS DE ESTRUCTURAS CONTINUAS 
Como se ha indicado anterionnente , el método de cálculo directo de la Lámina Ple-
gada no permite de forma inmediata el análisis de estructuras con tinuas. Sin em bargo , es 
posible desarrollar un sistema mixto de cálculo con este fin. 
El estudio de estructuras continuas puede efecturu:se mediante un a combinación del 
métoélo de equilibrio utilizado para la estructura laminar y las es truc turas de apoyo, y el de 
compatib ilidad mediante el cual se obtienen las fuerzas ele interacción entre lám ina y apo-
yos que se tratan con incógnitas hiperestáticas. 
El análisis se desarrolla segón el siguiente esquema: 
1. Se independiza la lámina plegada de las estw cturas de apoyo (pilas con sus corres-
pondien tes diafragmas, etc), definiéndose los pun tos de conexión en los que se exige 
compatibilidad de desp lazamientos. 
2 . Se analiza la lámina sustentada en Jos apoyos extremos sometida a las cargas exte-
riores. 
3 . Se analiza la lámina bajo la actuación de fuerzas unitarias en Jos puntos de conexión 
con las estructuras de apoyo. 
4. Se analizan , mediante programas generales de cálcul o de estructuras reticuladas y/o 
elemen tos fin itos, las estructuras de apoyo sometidas a fuerzas unitalias, iguales y 
contrarias a las aplicadas a l¡.tlám ina en el apartado 3. 
5. Planteamiento de las condiciones de com patib ilidad de movimientos en Los puntos 
de cone xión a partir de los valores obtenidos en los apartados 2, 3 y 4 y resolución 
del sistema de ecuaciones resultan te con la obtención de las fuerzas de interacción 
entre lámina y apoyos. 
6. Obtención de los esfuerzos en la lámina y en las estructuras de apoyo sometidas a las 
acciones exteriores y a las fuerzas de conex ión, mediante combinación lineal de los 
valores obtenidos en los apartados 2, 3 y 4 con los coeficientes resultan les en el apar-
tado S. 
Los cálculos pueden realizarse directamente, med iante un programa que efectúe Jos · 
pasos S y 6 a partir de los re·sultados, transmitidos mediante ru:chivos de datos, ge-
nerados en los pasos 2, 3 y 4 por el programa de Lámina Plegada y el de cálculo de 
estructuras reticuladas. 
Apéndice 2: ESTUDIO DE LOS ESFUERZOS ORIGINADOS POR EL PRETENSADO 
El pretensado representa uno de los principales estados de carga a que se encuentran 
sometidos los puentes objeto de análisis con el método de la Lámina Plegada. Su actuación 
es en muchos aspectos contraria a la delt·est o de las cargas ex teriores, porlo que algunos de 
los efectos originados por éstas quedan contrarrestad os por el mismo. 
El estudio deJ p retensado plantea varios problemas, o 1iginados por la naturaleza de su 
forma de actuar. Las acciones que origina se pueden reduch' a unas fuerzas concentradas en 
anclajes y u:t1as fuerzas distribuidas a lo largo del tendón: estas últimas tienen una compo-
nente tangente al tendón debida al rozamiento y otra normaJ al mismo debida a la curvatura 
del trazado (fuerzas de desviación ), actuando en w1a posición variable, tanto transversal co-
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mo circunferencialmente (Fig. A2.1 (A)] por lo que su análisis no es abordable directa-
mente. 
Un tratamiento del problema, puede ser la discretización del tendón en una serie de 
tramos. En cada tramo, y al nivel del centro de gravedad del tendón en el mismo, se sustitu-
yen las cargas actuantes por dos cargas tmiformes (horizontal y vertica l) equivalentes [fig. 
A 2. 1 (B)]. 
A) Acciones originadas por el pretensado . 
B) Dl scret1zaci6n median te cargas en lámina . 
C) Discretización ~edian te cargas en aristas. 
Fig. A 2.1. Análisls de las acciones de pretensado. 
Esta aproximación plantea dos problemas. El primero, es la necesidad de obtener la so-
lución de las ecuaciones de las láminas con carga en un punto intermedio de la misma. Este 
problema que puede ser resuelto en el caso de lámina plana o cilindrica, no tiene solución 
en el caso de lámina cónica, mediante la técnica de Bandas Finitas. EJ segundo problema 
radica en el hecho de aparecer gran número de cargas, ya que por cada tendón se introducen 
dos cargas por cada uno de los tramos en que se divide la estructura. 
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Un segundo método, consiste en sustituir las fuerzas repartidas calculadas según el mé-
todo anterior, por parejas de fuerzas estáticamente equivalentes aplicadas en las aristas de la 
lámina [fig. A 2. 1 (C)]. Este método evita el tener que resolver las ecuaciones de las láminas 
para las cargas aplicadas en el interior de la misma y reduce a cuatro el número de cargas que 
hay que aplicar en cada tramo, con independencia del mímero de tendones . Sin embargo, 
por este método no es posible analizar los esfuerzos locales , especialmente la introducción 
de Jas·fuerzas concen tradas en anclajes. 
CONCLUSIONES 
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A la vista del trabajo realizado, se pueden establecer las siguientes conclusiones: 
- La resolución de las ecuaciones de las láminas rebajadas correspondientes a diversos 
casos particulares de láminas, permite la ampliación del método de las Láminas Ple-
gadas al análisis de estructuras no rectas , como son, las estn1ctúras de planta circular. 
- La utilización de elementos de lámina "exactos", es decir obten idos por resolución 
analítica de las ecuaciones de las láminas rebajadas, penniten el análisis de estructu-
ras con un número mínimo de elementos. El número de elementos se reduce a los 
necesarios para represent<~r la geometría de la estructura analizada, con independen-
cia de las dimensiones de los elementos resultantes y de la posición de las cargas. 
En los casos en los que sea necesario introducir elementos de lámina cónica, se ob-
tienen resultados correctos con la utilización de un único elemento de banda finita 
por cada lámina que hay que representar. 
- Los elementos obten idos por resolución directa de las ecuaciones de la lámin:J reba-
jada, permiten obtener exactamente, en cualquier punto de la lámina, todos los es-
fuerzos y desp lazamientos que aparecen en la misma. 
El elemento obtenido, en el caso de la lámina cónica, por el método de las bandas 
finitas, debido a haberse utilizado polinomios de quin to grado para los desplazamien-
tos normales al plano tangente a la lámina, representan con suficiente exactih1d los 
esfuerzos de flexión. Por haberse usado para los movimien tos en el plano tangen(c 
polinomios ele segundo grado, no es posible deduci r exactamente la vaJ·iación del es-
fuerzo tangencial T12 en el interior del elemento. 
La obtención de la distribución exacta del esfuerzo tangencial en la dirección trans-
versal de la lámina, se pllede realizar a partir de los valores suministrados por el pro-
grama. 
- La comparación del método de la lámina plegada curva con otros métodos de cál-
culo de estructuras espaciales de planta circular (elementos finitos y bandas finitas), 
petm.ite demostrar la eficacia del mismo, tanto por la exactitud de sus resultados co-
mo por el reducido número de elementos necesarios para analizar la estructura. 
- Es posible ampliar el método de la lámina plegada a estructuras de varios vanos, o 
que contengan elementos que no puedan ser analizados adecuad31nen te median te 
el análisis como lámina. 
- Se aporta un estudio de la influencia de la curvatura sobre los esfuerzos y clefonna-
ciones de un tablero tipo, para distintas luces. El estudio se ha realizado con un ta-
blero de sección cajón monocelular, de 12 m de ancho, con luces comprendidas en-
tre 20 y 100 m; lo que permite su aplicación al predimensionamiento de puentes 
de dimensiones normales. 
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' ' RESUME 
' 
ANALYSE DES PONTS CIRCU LAIRES EN PLAN, POUR LA METHOOE DE 
LA LAME PLJÉE 
Le comportemcnt des ponts circula ires en plan et de section transversal tres allegée . 
pose un problcme complexe en ce qui concerne a la répartition des efforts (interaction, 
flexion-torsion, dístorsion, répartition des cfforts panni les différentcs ames, etc.). Pour 
pouvoir réaliscr un correct étude de ce problt~me, il est nécessaíre disponer d'untl méthode 
de calcul capablc d'analyser globalement le comportement de le structure. La méthode de 
la lame pliée est un outil de travail effectif et de facile utilisatíon, valable pour les structures 
de section transversal constante. 
Dans cet article on présent une cxtension de la méthodc de la lame pliée a cet typc 
structurale, ainsi qu'un étude paramétrique du comportement d'un pont de section en 
caisson monuceU ulaire. 
SUMMARY 
ANALYSIS OF CIRCU LAR JN PLAN BRIDGES BY TH EFOLDED PLATE METHOD 
The behavior o f circular iJ1 plan box scction brídges, presents a complex probJem of 
stress distribution (bending-torsion interaction, distortion, stress distribution among thc 
different webs, ele.). ln arder to make a corrcct study, it is necesa ty to have an analysis 
method that would be able to make a global approach to the structure behavior. The 
Folded Plate method ís an effective and of easy utilizaüon procedure, valld for constant 
section structures. 
1 n this article an extention of the F olded Plate Met.hod to th is structural fonn is pre-
sented; also is included a parametric study of the behavior of a single cell box circular 
bridge. 
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